
CW複体

ゐぶ

概要

多様体など重要な空間が CW複体となるため,古い代数的トポロジーの本では, CW複体を「空間」と考

えているものが多い.*1 本稿では CW複体を定義し,例をあげ,様々な性質を示す.

1 定義と例

位相空間の圏は余完備なので, X を位相空間とし, ϕ : Sn−1 → X を連続写像とすると, ϕ と包含写像

i : Sn−1 ↪→ Dn の押し出し X ∪φ Dn が存在する.

Sn−1 X

P.O.

Dn X ∪φ Dn

∀A

φ

i

この方法により, Sn を得ることができる.

Sn−1 Dn

P.O.

Dn Sn

∀A

i

i

*1 現代ではモデル圏の理論が整備され, CW複体より単体的集合を用いるようになってきた.
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(φi : S
n−1 → X)i∈I を連続写像の族とすると,連続写像 (ϕi)i∈I :

⨿
i∈I

Sn−1 → X を得る. よって, (ϕi)i∈I

と包含写像 i :
⨿
i∈I

Sn−1 ↪→
⨿
i∈I

Dn の押し出しX ∪(φi)i∈I

⨿
i∈I

Dn が存在する.

⨿
i∈I

Sn−1 X

P.O.

⨿
i∈I

Dn X ∪(φi)i∈I

⨿
i∈I

Dn

∀A

(φi)i∈I

i

Definition 1.1 (CW複体)

位相空間 X が以下を満たすとき, CW複体という.

(1) X0 をX の離散部分空間とし, 0胞体という.

(2) Xk+1は帰納的に接着写像とよばれる連続写像 (ϕi)i∈Ik :
⨿
i∈Ik

Sk → Xkと包含写像 i :
⨿
i∈Ik

Sk ↪→⨿
i∈Ik

Dk+1 の押し出しとして得られる.

⨿
i∈Ik

Sk Xk

P.O.

⨿
i∈Ik

Dk+1 Xk+1

∀A

(φi)i∈Ik

i

(3) X は図式

X0 X1 X2 . . .

の余極限として得られ,弱位相をもつ.つまり,

A ⊂ X は開集合⇔ 任意の nに対し, A ∩Xn ⊂ Xnは開集合
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が成立する.

X0 X1 X2 . . .

X ∀A

Dn
⨿
i∈In

Dn Xn X を特性写像, Xn を n 骨格といい, X = Xn となる最小の n を

X の次元*2という.また, CW複体の構成は一意でなく様々な構成が存在する.

有限次元の CW複体は自然に弱位相をもつため (3)の弱位相の条件は不要である.

実際, A ⊂ X = Xn を開集合とすると,押し出し

⨿
i∈In−1

Sn−1 Xn−1

P.O.

⨿
i∈In−1

Dn Xn

∀A

(φi)i∈In−1

i
p

により得られる写像 p : Xn−1 → Xn の連続性より, p−1(A) = A ∩Xn−1 ⊂ Xn−1 は開集合である.これを帰

納的に繰り返すと,任意の k に対し, A ∩Xk ⊂ Xk は開集合である.

逆に任意の kに対し, A∩Xk ⊂ Xk は開集合であるとすると, A = A∩Xn ⊂ Xn = X は開集合である.よっ

て有限次元 CW複体は弱位相をもつ.

CW複体の位相は特性写像によって特徴付けられる.つまり,以下が成立する.

Proposition 1.2

CW複体 X に対し,

A ⊂ X は開集合⇔ 任意の特性写像Φ: Dn → X に対し, Φ−1(A) ⊂ Dnは開集合

Proof :

⇒
Φの連続性より従う.

⇐
X0 はX の離散部分空間なので A∩X0 ⊂ X0 は開集合である.ここで, A∩Xn−1 ⊂ Xn−1 は開集合と仮定する. こ

のとき, A ∩Xn ⊂ Xn は開集合なので,帰納法より,任意の nに対し, A ∩Xn ⊂ Xn は開集合である. X は弱位相

をもつため, A ⊂ X は開集合である.

*2 胞体の最大次元と一致する.
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同様に,

A ⊂ X は閉集合⇔ 任意の特性写像Φ: Dn → X に対し, Φ−1(A) ⊂ Dnは閉集合

が成立する.

Example 1.3

グラフは 1次元 CW複体である.

実際,グラフは 0胞体 (頂点)と 1胞体 (辺)をもつ CW複体である.

⨿
i∈I

S0 =
⨿
i∈I

(a
⨿

b) X0

P.O.

⨿
i∈I

D1 =
⨿
i∈I

(a, b) X1

∀A

(φi)i∈I

i

Example 1.4

Sn は CW複体である.

実際, Sn は 0胞体 (Snの 1点)と n胞体 (Int Dn)をもつ CW複体である.*3

Sn−1 X0 = X1 = · · · = Xn−1 = {x}

P.O.

Dn Xn = Sn

∀A

φ

i

Example 1.5

Dn は CW複体である.

*3 Sn を Dn/∂Dn とみなすことと同等である.
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実際, Dnは 0胞体 (Snの 1点)と n− 1胞体 (Int Dn−1)と n胞体 (Int Dn)をもつCW複体である.

Sn−2 X0 = X1 = · · · = Xn−2 = {x}

P.O.

Dn−1 Xn−1 = Sn−1

∀A

φ

i

Sn−1 Xn−1 = Sn−1

P.O.

Dn Xn = Dn

∀A

id
Sn−1

i

Example 1.6

RPn は CW複体である。

実際, 0胞体 , 1胞体, . . . , n胞体 (RP 0, Int D1, . . . , Int Dn)をもつ CW複体である.*4

Sj−1 Xj−1 = RP j−1

P.O.

Dj Xj = RP j

∀A

φ

i

Example 1.7

CPn は CW複体である。

実際, 0胞体, 2胞体, . . . , 2n− 2胞体, 2n胞体 (CP 0, Int D2, . . . , Int D2n)をもつ CW複体である.*5

*4 RPn を Sn 上に x ∼ −xで定まる同値関係による商集合 Sn/ ∼とみなすことと同等である.
*5 CPn を S2n+1 上に x ∼ λx (|λ| = 1)で定まる同値関係による商集合 S2n+1/ ∼とみなすことと同等である.
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S2j−1 Xj−1 = CP j−1

P.O.

D2j Xj = CP j

∀A

φ

i

Definition 1.8 (部分複体,CW対)

X を CW複体とする. X の部分空間で胞体の和集合で表される Aであり,任意の Aの胞体の閉包が Aに

含まれるものを X の部分複体といい, (X,A)を CW対という.

CW複体の部分複体は CW複体となる.*6また,各骨格は部分複体である.

Example 1.9

CW複体RPn に対し, RP i (i ≤ n)は部分複体である.

Example 1.10

CW複体 CPn に対し, CP i (i ≤ n)は部分複体である.

胞体はコンパクトであり, 有限個のコンパクト集合の直和の商空間はコンパクトであるため, 有限 CW 複

体*7はコンパクトである.逆に以下が成立する.

Proposition 1.11

CW複体 X のコンパクト部分空間 C はある有限部分複体に含まれる.

Proof :

(xi)i∈N を全て異なる胞体に属する C の無限点列とし, S := {x1, x2, . . . }とする.

まず,帰納法を用いて, S ⊂ X が閉集合であることを示す. X0 は離散空間なので, S ∩X0 ⊂ X0 は閉集合である. こ

こで, k ≤ n− 1に対し, S ∩Xk ⊂ Xk が閉集合だと仮定するとこれと接着写像の連続性より, S の任意の接着写像の

逆像は閉集合である. よって, S の任意の特性写像の逆像は閉集合であり, S ∩Xn ⊂ Xn は閉集合である. したがっ

て,帰納法により,任意の nに対し, S ∩Xn ⊂ Xn は閉集合である.また, X は弱位相をもつため, S ⊂ X は閉集合

である.

同様に S の任意の部分集合も閉集合であることが従うため, S は離散位相をもつ.また,コンパクト空間 C の閉部分空

間 S はコンパクトであり,離散位相をもつ S がコンパクト集合なので S は有限集合である.

以上により, C は有限個の胞体の和集合に含まれる.よって,この有限個の胞体の和集合がX の有限部分複体に含まれ

ることを示せば良いが, 有限部分複体の有限個の和集合は有限部分複体なので 1 つの胞体が有限部分複体に含まれる

ことを示せば良い.

k 胞体の接着写像の像はコンパクト集合であるため, 有限個の k − 1 胞体と交わる. これを帰納的に考えると, k 胞体

の接着写像の像は有限個の l 胞体と交わる (l ≤ k − 1).よって,この像は有限部分複体に含まれる. したがって, k 胞

体は有限部分複体に含まれる.

*6 骨格の構成は明らかであり,弱位相をもつことは任意の nに対し, An = A ∩Xn が成立することより従う.
*7 有限個の胞体からなる CW複体を有限 CW複体という.
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CW複体の「CW」とは,以下が成立することから名付けられた.

Closure finiteness

任意の胞体の閉包は有限個のみの胞体と交わる.

Weak topology

胞体の閉包による閉被覆に関し,弱位相をもつ.つまり,

A ⊂ X は開集合⇔ 任意の n胞体 enに対し, A ∩ en ⊂ Dnは開集合

が成立する.

Whiteheadはこれらの 2つの性質に注目して CW複体の定義を与えた.実際以下のように CW複体は特徴

付けることができる.

Proposition 1.12

ハウスドルフ空間 X と連続写像 Φ: Dn → X の族が与ええられ,以下を満たすとき, X は CW複体であり,

Φは特性写像である.

(1) Φは同相 IntDn ∼= Φ(IntDn)を誘導し, X は胞体により直和分解される.つまり,
⨿

en = X が

成立する.

(2) 任意の胞体 en に対し, Φ(∂Dn) ⊂
∪

n>i,finite

ei が成立する.

(3)
A ⊂ X は開集合⇔ 任意の n胞体 enに対し, A ∩ en ⊂ Dnは開集合

が成立する.

逆に, CW複体と特性写像は (1),(2),(3)を満たす.

Proof :

CW複体と特性写像は (1),(2),(3)を満たすことは明らかなので, (1),(2),(3)を満たす X と Φが CW複体と特性写

像であることを示す.

Xn−1 を l胞体 (l < n)全ての和集合とし,連続全射 f : Xn−1
⨿(⨿

Dn
)
→ Xn を以下で定める.

f(x) =

{
x x ∈ Xn−1

Φ(x) x ∈ Dn

この f が商写像であることを示せば Xn は Xn−1 に接着写像で n胞体を貼り付けて得られることがわかる.つまり,

C ⊂ Xn に対し, f−1(C) が閉集合と仮定し, C が閉集合であることを示せば良いが, (3) より, 任意の胞体 em に対

し, C ∩ em ⊂ Dm が閉集合であることを示せば良いことがわかる.

m < nのとき,仮定より, f−1(C) = (C ∩Xn−1)
⨿

Φ−1(C)は閉集合なので, C ∩Xn−1 ⊂ Xn−1 は閉集合である.

よって, C ∩Xn−1 ∩ em = C ∩ em ⊂ Dm は閉集合である.

m = nのとき, f−1(C) ∩Dn ⊂ Dn は閉集合であり,コンパクト集合である.よって,連続写像の像はコンパクトであ

るため, C ∩ en はコンパクト集合であり,ハウスドルフ性より,閉集合である.

m > nのとき, C ⊂ Xnと (2)より, C∩em ⊂ Φ(∂Dm) ⊂
∪

m>i,finite

eiとなり, mに関する帰納法より, C∩eiは閉集

合である.よって,
∪

m>i,finite

(C∩ei) = C∩

 ∪
m>i,finite

ei

は閉集合である. したがって, C∩

 ∪
m>i,finite

ei

∩em =

C ∩ em は閉集合である.
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次に,
A ⊂ X は閉集合⇔ 任意の nに対し, A ∩Xn ⊂ Xnは閉集合

が成立することを示す.

⇒
上の議論を C = Xn とすれば, Xn は閉集合であるため,任意の nに対し, A ∩Xn ⊂ Xn は閉集合である.

⇐
上の議論と同様に従う.

次に, CW複体 X の部分集合 Aの開近傍 Nε(A)について考える.

Nε(A)は以下のように帰納的に定義される.

まず, N0
ε := A ∩X0 とする.次に, A ∩Xn ⊂ Xn の開近傍 Nn

ε (A)が定義されているとし, 各 n+ 1胞体に関

する特性写像 Φ: Dn+1 → X の逆像を用いて, A ∩Xn+1 ⊂ Xn+1 の開近傍 Nn+1
ε (A)を定義する. 正確には,

Φ−1(Nn+1
ε (A))を Φ−1(A) \ ∂Dn+1 ⊂ Dn+1 \ ∂Dn+1 の開近傍と (1− ε, 1]×Φ−1(Nn

ε (A))の和集合と定義

する. そして, Nε(A) :=
∪
n

Nn
ε (A)と定義する.*8

Proposition 1.13

CW複体は正規空間である.

Proof :

任意の特性写像による 1点集合の逆像は閉集合であるため, 1点集合は閉集合である.

次に,交わらない閉集合 A,B が十分小さな ε > 0をとることにより,開近傍Nε(A), Nε(B)で分離できることを示す.

交わらない開近傍 Nn
ε (A), Nn

ε (B) が構成されてるとすると, 特性写像 Φ: Dn+1 → X に対し, Φ−1(Nn
ε (A)) と

Φ−1(B)は交わらない. 実際,交わってるとすると,コンパクト集合Dn−1 の部分閉集合 Φ−1(B)はコンパクト集合で

あり,点列コンパクト性より, Φ−1(B)の点列で Φ−1(Nn
ε (A)) ∩ Φ−1(B)の点に収束するものが取れる. しかし,これ

は, Nn
ε (A) と Nn

ε (B) が交わらないことに矛盾する. 同様に, Φ−1(Nn
ε (B)) と Φ−1(A) は交わらないことがわかる.

また, Aと B は交わらないため, Φ−1(A)と Φ−1(B)は交わらない.したがって, Nn
ε (A)と Nn

ε (B)は交わらないこ

とがわかる.
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*8 任意の特性写像による Nε(A)の逆像は開集合なので, Nε(A)は開集合である.
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