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概要

アーベル圏では埋め込み定理を用いて元を取って議論することができるが本稿ではそうではなく普遍性

の議論で蛇の補題とコホモロジー長完全列の存在を示す. @cosmos8128が 1章と 2章でアーベル圏の基本

的な性質をまとめ,蛇の補題を示す.その後@kyo math1729が 3章でコホモロジー長完全列の存在を示す.

1 アーベル圏の性質

まず,アーベル圏の基本的な性質をまとめる.

Definition 1.1 (カルテシアン,コカルテシアン)

完備かつ余完備な圏 A の可換図式

X B

A Y

f ′

g′ g

f

が X ≃ A
∏
Y

B を満たすとき,カルテシアンといい, Y ≃ A
⨿
X

B を満たすとき,コカルテシアンという.

X B

P.B.

A Y

f ′

g′ g

f

X B

P.O.

A Y

f ′

g′ g

f

アーベル圏 A の可換図式

X B

A Y

f ′

g′ g

f

がカルテシアンであることと図式

0 X A⊕B Y
(g′,f ′) (f,−g)
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が完全列であることは同値であり,アーベル圏 A の可換図式

X B

A Y

f ′

g′ g

f

がコカルテシアンであることと図式

X A⊕B Y 0
(g′,f ′) (f,−g)

が完全列であることは同値である.

Lemma 1.2

アーベル圏 A の図式

X B

A Y

f ′

g′ g

f

がカルテシアンのとき, Ker f ≃ Ker f ′ が成立する.また,コカルテシアンのとき, Coker f ≃ Coker f ′ が

成立する.

Proof : 任意の S ∈ A に対し,核と引き戻しの普遍性より,

HomA (S,Ker f) ≃ Ker( HomA (S,A) HomA (S, Y ))
f◦−

(核の普遍性)

≃ Ker( HomA (S,A)
∏

HomA (S,Y )

HomA (S,B) HomA (S,B)) (引き戻しの普遍性)

≃ Ker( HomA (S,X) HomA (S,B))
f◦−

(引き戻しの普遍性)

≃ HomA (S,Ker f ′) (核の普遍性)

が成立する.よって米田の補題より, Ker f ≃ Ker f ′ が成立する.

双対を考えると,コカルテシアンのとき, Coker f ≃ Coker f ′ が成立する.

Lemma 1.2より以下が従う.

Lemma 1.3

アーベル圏 A の図式

X B

A Y

f ′

g′ g

f
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がカルテシアンであり, f がエピ射であるとき,コカルテシアンであり, f ′ はエピ射である.また,コカルテ

シアンであり, f ′ がモノであるとき,カルテシアンであり, f はモノである.

Lemma 1.4

A をアーベル圏とする.複体

X Y Z
f

0

g

に対し,以下は同値である.

(i) 複体

X Y Z
f

0

g

は完全列である.

(ii) 任意の射 S Xh で g ◦ h = 0を満たすものに対し,エピ射 S′ S
f̂

が存在し,以下の

図式は可換になる.

S′ S

X Y Z

∃f̂

∀h 0

f

0

g

Proof : まず (i)⇒(ii)を示す.核の普遍性より,以下の図式を可換にする一意な射 S Ker g が存在する.

S

Ker g Y Z

∀h 0

ker g g

また, (i) よりエピ射 X Ker g が存在する. ここで, S′ := X
∏

Ker g

S とすると, Lemma 1.3 より, エピ射

S′ S
f̂

が存在し,以下の図式は可換になる.
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S′ := X
∏

Ker g

S S

P.B.

X Ker g Y Z

f̂

∀h 0

f

ker g
g

次に (ii)⇒(i)を示す.核の普遍性より以下の図式を可換にする一意な射 X Ker gα が存在する.

X

Ker g Y Z

α f
0

0

ker g g

ここで, S = Ker g, h = ker g とすると (ii) より以下の図式が可換になるようなエピ射 S′ Ker g
f̂

が存在

する.

S′ Ker g

X Y Z

f̂

ker g 0

0

α

f g

よって, 射 S′ X Ker gα はエピ射である. したがって, 射 X Ker gα はエピ射である. つまり,

複体

X Y Z
f

0

g

は完全列である.
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2 蛇の補題

では,蛇の補題を示す.

Theorem 2.1 (蛇の補題)

アーベル圏の各行が完全な可換図式

X Y Z 0

0 X ′ Y ′ Z ′

f

u

g

v w

f ′ g′

に対し,完全列

Ker u Ker v Ker w Coker u Coker v Coker w
f̃ g̃ δ f̃ ′ g̃′

が存在する.

Proof : まず,射 Ker w Coker uδ を構成する. W := Y
∏
Z

Ker w とする.完全性より,射 Y Z
g

はエ

ピ射であるため, Lemma 1.3より,射 W Ker wh はエピ射であり以下の図式は可換になる.

W Ker w 0

P.B.

Y Z 0

Y ′ Z′

0

h

g

v w

g′

Lemma 1.2より, Ker h ≃ Ker g が成立し,完全性より,射 X Ker g はエピ射であり, X ′ Y ′f ′
は

モノ射であり, X ′ ≃ Ker g′ である.よって,核の普遍性より以下の図式は可換になる.

Ker h W Ker w 0

P.B.

X Ker g Y Z 0

0 X ′ ≃ Ker g′ Y ′ Z′

ker h

≃ 0

h

u

ker g g

v w

f ′ g′

V := Y ′
∐
X′

Coker uとすると, Lemma 1.3より, Coker u V はモノ射であり,余核の性質より,以下の図
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式は可換になる.

Ker h W Ker w 0

P.B.

X Ker g Y Z 0

0 X ′ Y ′ Z′

P.O.

0 Coker u V Coker w

ker h

≃

0

0

h

0
u

0

ker g g

v w

coker u

f ′ g′

coker w

Ker w ≃ Coker ker hが成立するので余核の普遍性より,以下の図式を可換にする射 Ker w Coker uδ が一

意に存在する.

Ker h W Ker w ≃ Coker ker h

Coker u

0

ker h h

δ

次に,

Ker u Ker v Ker w Coker u Coker v Coker w
f̃ g̃ δ f̃ ′ g̃′

が完全列であることを示す.まず,

Ker u Ker v Ker w
f̃ g̃

が完全列であることを示す.

任意の対象 S ∈ A と射 S Ker v
φ

で g̃ ◦ φ = 0を満たすものを考える.

S

Ker u Ker v Ker w

X Y Z

0
φ 0

f̃

ker u

g̃

ker v ker w

f g

Lemma 1.4より,対象 S′ ∈ A とエピ射 S′ S
ψ

が存在し,以下の図式は可換になる.

S′ S

X Y Z

ψ

0(ker v)◦φ

f g
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また,核の性質より,以下の図式は可換になる.

S′ Ker v

X Y

X ′ Y ′

0

0

φ◦ψ

ker v

f

u v

f ′

核の普遍性より,以下の図式を可換にする一意な射 S′ Ker u が存在する.

S′

Ker u X X ′

0

ker u u

よって,以下の可換図式を得る.

S′ S

Ker u Ker v Ker w

X Y Z

ψ

0
φ 0

f̃

ker u

g̃

ker v ker w

f g

したがって,可換図式

S′ S

Ker u Ker v Ker w

ψ

φ
0

0

f̃ g̃

を得るため, Lemma 1.4より,

Ker u Ker v Ker w
f̃ g̃

は完全列である.

次に,

Ker v Ker w Coker u
g̃ δ
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が完全列であることを示す.

任意の対象 T ∈ A と射 T Ker wτ で δ ◦ τ = 0を満たすものを考える.図式

W Ker w Coker uh

0

δ

は完全列であるので, Lemma 1.4より,対象 T ′ とエピ射 T ′ T が存在して,以下の図式は可換になる.

T ′ T

W Ker w Coker u

τ
0

h δ

よって,以下の可換図式を得る.

T ′ T

W Ker w

X Y

X ′ Y ′

Coker u

τ

h

δ

f

u v

coker u

f ′

射 Ker w Coker uδ を構成した議論により, 射 W X ′ Coker u は 0 射であったため, 射

T W X ′ Coker u は 0射である.図式

X X ′ Coker uu

0

coker u

は完全列であるため, Lemma 1.4より,対象 T ′′ とエピ射 T ′′ T ′ が存在して,以下の図式を可換になる.

T ′′ T ′

X X ′ Coker u

k
0

u coker u
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射 T ′′ T ′ W Y を λとおくと,以下の可換図式を得る.

T ′′ T ′ T

W Ker w

X Y

X ′ Y ′

Coker u

k λ

τ

h

δ

f

u v

coker u

f ′

つまり, v ◦ λ = v ◦ f ◦ k が成立するため,

v(λ− (f ◦ k)) = v ◦ λ− v ◦ f ◦ k = 0

が成立する.よって,核の普遍性より以下の図式を可換にする一意な射 T ′′ Ker v が存在する.

T ′′

Ker v Y Y ′

λ−(f◦k) 0

ker v v

したがって,以下の可換図式を得る.

T ′′ T

Ker v Ker w

Y Z

τ

g̃

ker v ker w

g

つまり,以下の可換図式を得る.

T ′′ T

Ker v Ker w Coker u

τ
0

g̃ δ

よって, Lemma 1.4より,

Ker v Ker w Coker u
g̃ δ

が完全列である.上記の議論の双対を考えると,

Ker w Coker u Coker v Coker wδ f̃ ′ g̃′

9



は完全列である.

以上の議論より完全列

Ker u Ker v Ker w Coker u Coker v Coker w
f̃ g̃ δ f̃ ′ g̃′

を得る.

3 コホモロジー長完全列

アーベル圏で蛇の補題⇒コホモロジー長完全列の埋め込み定理を使わない証明の流れをまとめておく．以
下ではアーベル圏 A を固定して議論を進める．

複体のコホモロジーは次のように定義されるのだった．

Definition 3.1 (コホモロジー)

A の複体

· · · An−1 An An+1 · · ·dn−1 dn

について dn ◦ dn−1 = 0から自然にモノ射 Imdn−1 → Kerdn が誘導される．そこで複体 (A∗, d∗)の n次

コホモロジーを次で定義する．

Hn(A) = Coker(Imdn−1 → Kerdn)

A が加群の圏のときには Imdn−1 → Kerdn は包含写像であり上の定義は通常の複体の定義

Hn(A) = Kerdn/Imdn−1

を表している．

ここで同じ A の複体 (A∗, d∗)について条件 dn ◦ dn−1 = 0はエピ射 Cokerdn−1 → Coimdn も誘導する．

· · · An−1 An An+1 · · ·dn−1 dn

Imdn−1 Kerdn

Cokerdn−1 Coimdn

Lemma 3.2

A の複体 (A∗, d∗) に対して射の合成 Kerdn → An → Cokerdn−1 で得られる射を hn : Kerdn →
Cokerdn−1 と書くことにするとき次が成り立つ．

Kerhn = Imdn−1 , Cokerhn = Coimdn−1

Proof : Kerhn について，次の図式が核の普遍性を満たすことを示せばよい．
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Imdn−1 Kerdn Cokerdn−1
hn

hn ◦ x = 0となる任意の射 x : X → Kerdn を考えると X → Kerdn → An → Cokerdn−1 という図式が得られる

ので像の定義から次の図式の外側の三角形を可換にするような射 X → Imdn−1 が得られる．

Imdn−1 Kerdn An Cokerdn−1

X

hn

x

この射が内側の三角形も可換にすることは Kerdn → An がモノ射であることからわかる．一意性も簡単にわかるの

で Kerhn = Imdn−1 がいえた．

Cokerhn = Coimdn−1 は双対の議論によりわかる．

Theorem 3.3

A の複体 (A∗, d∗)について次の自然な同型が成り立つ．

Coker(Imdn−1 → Kerdn) ∼= Ker(Cokerdn−1 → Coimdn)

Proof : Lemma 3.2から射 hn : Kerdn → Cokerdn−1 を考えると

Coimhn = Coker(Imdn−1 → Kerdn) , Imhn = Ker(Cokerdn−1 → Coimdn)

なので hn について準同型定理を用いれば主張がいえる．

あるいは図式

Imdn−1 A Cokerdn−1 0

0 Kerdn A Coimdn

id

に蛇の補題を適用してもよい．

Theorem 3.3はコホモロジーの双対的な定義が可能であることを示している．つまり A の複体 (A∗, d∗)の

n次コホモロジーを次の式でも定義できる．

Hn(A) = Ker(Cokerdn−1 → Coimdn)

この定義によりコホモロジーについても双対的な議論が可能となる．

· · · An−1 An An+1 · · ·dn−1 dn

Imdn−1 Kerdn

Cokerdn−1 Coimdn

Hn(A)

Hn(A)
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Proposition 3.4

A の複体 (A∗, d∗) について射 dn : An → An+1 は射 d̄n : Cokerdn−1 → Kerdn+1 を誘導して次が成り

立つ．
Ker d̄n = Hn(A) , Coker d̄n = Hn+1(A)

Proof : d̄n : Cokerdn−1 → Kerdn+1 の構成からみる．まず dn+1 ◦ dn = 0 から射 d̂n : An → Kerdn+1 が誘導

され，さらにこの射は dn ◦ dn−1 = 0 から d̂n ◦ dn−1 = 0 となることがわかる．よって余核の普遍性から射

d̄n : Cokerdn−1 → Kerdn+1 が誘導される．

An−1 An An+1 An+2
dn−1 dn dn+1

Cokerdn−1 Kerdn+1

d̂n

d̄n

次に d̄n の核と余核を調べる．Coker d̄n = Hn+1(A) については次の図式が余核の普遍性を満たすことを示せば

よい．

Cokerdn−1 Kerdn+1 Hn+1(A)
d̄n

まず d̄n : Cokerdn−1 → Kerdn+1 は Cokerdn−1 → Imdn → Kerdn+1 と分解されることがわかる．

An−1 An An+1 An+2
dn−1 dn dn+1

Cokerdn−1 Kerdn+1Imdn

Cokerdn

d̄n

さらにこのとき An → Cokerdn はエピ射なので射 Cokerdn−1 → Imdn はエピ射であることがわかる．よっ

て f ◦ ¯dn+1 = 0 となる任意の射 f : Kerdn+1 → Y を考えると射 Imdn → Kerdn+1 → Y は 0 となるので射

Hn+1(A) → Y が誘導される．

Cokerdn−1 Kerdn+1Imdn Hn+1(A)

d̄n

Y

f

よって Coker d̄n = Hn+1(A)．

Ker d̄n = Hn(A)はTheorem 3.3を使って双対の議論によりわかる．即ち，d̄nはモノ射を通じてCokerdn−1 →
Coimdn → Kerdn と分解され Hn(A) → Cokerdn−1 → Kerdn は kernel図式となる．
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An−1 An An+1 An+2
dn−1 dn dn+1

Cokerdn−1 Kerdn+1Coimdn

Imdn−1

d̄n

Hn(A)

Theorem 3.5

A の複体 (A∗, d∗A), (B
∗, d∗B), (C

∗, d∗C)について次の複体の完全列があるとする．

0 A∗ B∗ C∗ 0
f∗ g∗

つまり f∗, g∗ は複体の射（cochain map）で各次数ごとに上の列が完全列であるとする．このとき次のコホ

モロジー長完全列が存在する．

· · · Hn(A) Hn(B) Hn(C)

Hn+1(A) Hn+1(B) Hn+1(C) · · ·

Hn(f) Hn(g)

δ Hn+1(f) Hn+1(g)

Proof : まず各 n ∈ Nについて次の可換図式がある．

An Bn Cn

An+1 Bn+1 Cn+1

dnA dnB dnC

0 0

0 0

fn gn

fn+1 gn+1

この図式は Proposition 3.4を用いて次のように拡張できる．
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An Bn Cn

An+1 Bn+1 Cn+1

dnA dnB dnC

0 0

0 0

fn gn

fn+1 gn+1

Cokerdn−1
A Cokerdn−1

B Cokerdn−1
C 0

0 Kerdn+1
A Kerdn+1

B Kerdn+1
C

d̄nA d̄nB d̄nC

またこの一番上の行と一番下の行は完全である．余核射がエピ射であり核射がモノ射であることを用いると次の図式

が可換であることがわかる．

Cokerdn−1
A Cokerdn−1

B Cokerdn−1
C

Kerdn+1
A Kerdn+1

B Kerdn+1
C

d̄nA d̄nB d̄nC

0

0

よって Proposition 3.4からこの図式に蛇の補題を用いれば主張を得る．
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