
力学系?なにそれおいしいの?

ゐぶ



自己紹介
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自己紹介

ゐぶです!

3 / 34



目次

流れ

力学系ってなに?
離散力学系

連続力学系

反復写像

ロジスティック方程式

2 次元の定数係数線形微分方程式

平衡点と安定性
線形安定性解析

4 / 34



力学系ってなに?

5 / 34



力学系ってなに?

力学系
与えられた空間の各点の時間発展を記述する方法であり,
可能な状態の集合と過去の状態から現在の状態を決定す
る規則から成り立っている.

力学系は広い分野の数学だけでない学問も使われる.
古典力学,Hamilton系では,不変測度が存在し,測度論
的考察が重要になる.また,統計力学から生まれた数学的
理論であるエルゴード理論は,測度論的力学系研究の重要
な部分を占める.
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力学系の定義

定義

以下の条件を満たす時間 T , 位相空間 M, 写像 ’ の組を力学系という.

’ : T ˆM ! M;

8x 2 M;’(0; x) = x;

8s; t 2 T; 8x 2 M;’(s; ’(t; x)) = ’(t+ s; x)

力学系の分類
力学系は大きく離散力学系と連続力学系の 2 つに分けられる.
時間 T が R のであるとき連続力学系,Z であるとき離散力学系という.
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離散力学系と連続力学系は何が違うの？

連続力学系
連続時間における系の発展を記述する

微分方程式などを扱う
自然現象などで使える

離散力学系
離散的な時間における系の発展を記述する

反復写像などを扱う
経済学,金融理論などで使える
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離散力学系 (1 次元写像)

ある領域 I 上の写像 f : I ! I について

xn+1 = f(xn); n = 0; 1; 2; ´ ´ ´

で定義される点列を扱う.
高校生でも習う漸化式も離散力学系の一つの例である.
簡単な例として関数 f(x) = 5x を考えてみよう！
この関数はそれぞれの数 x にその 5 倍の数を割り当てる規則である.
また,x をある生物の個体数とすると,

xn+1 = f(xn) = 5xn

に従って時間とともに変化する個体数を考える簡単な力学系である.
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連続力学系 (微分方程式)

次に連続力学系を見てみよう！
微分方程式

dx

dt
= ax (a は定数)

は x = x(t) を時刻 t における生物の個体数と考えることができる. ま
た,a は生物の出生率と死亡率の差であり,dx

dt
は単位時間あたりの増加率で

ある.
この微分方程式は変数分離法で簡単に解くことができ,k を任意定数と
して,

x(t) = keat

となる.
a の値を変えると, それに応じて解も変化する. また, 解 t!1 での振
る舞い振る舞いは a が正であるか負であるかによって大きく異なる.
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解の振る舞い

dx

dt
= ax の解の振る舞い

1; a > 0 の場合は k の値に応じて,

lim
t!1

keat =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

1; k > 0;

0; k = 0;

`1; k < 0:

2; a = 0 の場合は keat = const
3:a < 0 の場合は k の値によらず, lim

t!1
keat = 0
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ロジスティック方程式

もう少し現実的な仮定をして見てみよう！

現実的な仮定

1, 個体数が少ないときには個体数の単位時間あたりの増加率 dx
dt
は個体数

x(t) にほぼ比例する.
2, 個体数がある程度以上多くなると増加率 dx

dt
は負になり, 個体数は減少

する.

上の仮定をすると,
微分方程式

dx

dt
= ax

 

1` x
N

!

が考えられる.

12 / 34



ロジスティック方程式

ここで,a と N は正の定数で,a は個体数が少ないときの増加率,N は環境
によって定まる適正な個体数を表す. 実際,x の値が N に比べて小さい場
合は,

1`
 

x

N

!

ı 1

であるので微分方程式は近似的に,

dx

dt
= ax

であり,x > N の場合には,

dx

dt
= ax

 

1` x
N

!

< 0

である.
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ロジスティック方程式の解

今回は N = 1 の時を考えよう！
部分分数分解と変数分離法を使うと, 解は任意定数 K を用いて,

x(t) =
Keat

1 + Keat

となる. ここで t = 0 を代入して K について解くと,

K =
x(0)

1` x(0)

であるので, 解 x(t) は時刻 t = 0 での値 x(0) を用いて,

x(t) =
x(0)eat

1` x(0) + x(0)eat

と表される.
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2 次元の定数係数微分方程式

次に a; b; c; d を定数として
微分方程式

8

>

<

>

:

dx
dt
= ax+ by

dy
dt
= cx+ dy

を考えよう！
ここで

A =

0

@

a b

c d

1

A ; z =

0

@

x

y

1

A

とおくと上の微分方程式は _z = Az と書ける.
この微分方程式は行列 A の固有値によって系の振る舞いを分類することが
できる！
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トレースと行列式による固有値の分類

A =

0

@

a b

c d

1

A

とすると, 固有値を求める固有多項式は,
˛

˛

˛

˛

˛

˛

a` – b

c d` –

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= 0

つまり
–2 ` (a+ d)–+ ad` bc = 0

を考えればよい. これをトレースと行列式を使って書き換えると,

–2 ` tr(A)–+ det(A) = 0

と書き換えられる.
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トレースと行列式による固有値の分類

よって, 固有値は

– =
tr(A)˚

q

tr(A)2 ` 4det(A)
2

で求めることができる. また,

D = tr(A)2 ` 4det(A)

とすると,

D での固有値の分類

正ならば相異なる実固有値 2 つ

負ならば共役な複素固有値 2 つ

0 ならば重複した固有値

と分類することができる.
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相異なる 2 つの実固有値

固有値を –1; –2 とし, 対応する固有ベクトルがそれぞれ
(u1; u2); (v1; v2) すると, 一般解は

X(t) = ¸e–1t
0

@

u1
u2

1

A+ ˛e–2t
0

@

v1
v2

1

A

となる.

固有値の符号による分類

–1 < 0 < –2 ´ ´ ´ 鞍点

–1 < –2 < 0 ´ ´ ´ 沈点

0 < –1 < –2 ´ ´ ´ 源点
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複素固有値

複素固有値を –1; –2 とし, 対応する固有ベクトルがそれぞれ
(u1; u2); (v1; v2) すると, 一般解は

X(t) = ¸e–1t
0

@

u1
u2

1

A+ ˛e–2t
0

@

v1
v2

1

A

となる.

複素数の種類での分類

–1; –2 が純虚数 ´ ´ ´ 過心点

–1; –2 が実部が正の複素数 ´ ´ ´ 渦状源点

–1; –2 が実部が負の複素数 ´ ´ ´ 渦状沈点
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重複した固有値

固有値を – とし, 対応する固有ベクトルを (u1; u2) すると, 一般解は

X(t) = ¸e–t
0

@

u1
u2

1

A+ ˛te–t
0

@

u1
u2

1

A

となる.
重複した固有値の場合の系の振る舞いはノードという.
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平衡点

次の例に行く前に平衡点と安定性について見てみよう！
2 次元の微分方程式

8

>

<

>

:

dx
dt
= f(x; y)

dy
dt
= g(x; y)

が与えられているとして,

f(p; q) = g(p; q) = 0

を満たす (p; q) を平衡点という.
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安定性

~x = (p; q) を平衡点,x0 を初期値とする

平衡点 ~x = (p; q) は安定

任意の " > 0 に対して, ある ‹ > 0 が存在して,jjx0 ` ~xjj < ‹ ならば
jjx(t;x0)` ~xjj < " が成り立つ.

平衡点 ~x = (p; q) は漸近安定

lim
t!1

x(t;x0) = ~x が成り立つ.
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非線形微分方程式の線形化

次に微分方程式
8

>

<

>

:

dx
dt
= f(x; y)

dy
dt
= g(x; y)

が平衡点 (p; q) を持つとき, その系の振る舞いを見てみよう！
ここで f(x; y); g(x; y) を R1; R2 を剰余として (p; q) まわりでテイ
ラー展開すると
8

>

<

>

:

f(x; y) = f(p; q) + fx(p; q)(x` p) + fy(p; q)(y ` q) + R1
g(x; y) = g(p; q) + gx(p; q)(x` p) + gy(p; q)(y ` q) + R2

(p; q) が平衡点であるから f(p; q) = g(p; q) = 0 となることと
u = x` p; v = y ` q とおくと,
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線形化行列

8

>

<

>

:

_u = fx(p; q)u+ fy(p; q)v

_v = gx(p; q)u+ gy(p; q)v

と近似できる.

A =

0

@

fx(p; q) fy(p; q)
gx(p; q) gy(p; q)

1

A ; z =

0

@

u

v

1

A

とすると線形微分方程式の様に _z = Az と考えられる. また行列 A のこ
とを線形化行列という.
この線形化行列を使って系の振る舞いを見てみよう！
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非線形微分方程式の解の振る舞い

線形化行列は非線形項を無視し, 近似してできた行列であるためどこまで正
確に系の振る舞いを見ることができるか分からない.
そこで次の定理を利用する.

定理

微分方程式が平衡点 (p; q) を持つとき,(p; q) の周りの線形化行列のすべ
ての固有値の実部が負ならば,(p; q) は漸近安定である.
また, 線形化行列の固有値のうち実部が正になるものが 1 つでも存在すれ
ば (p; q) は不安定である.
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Hartman・Grobman の定理

次の定理は双曲型平衡点ならば簡単に系の振る舞いを知ることができる定
理である.

双曲型平衡点

平衡点まわりの線形化行列がの固有値全てが 0 でない実部を持つ

Hartman・Grobman の定理
双曲型平衡点まわりの流れは, 平衡点まわりの線形化方程式における原点付
近の流れと同相である.
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ロトカ・ボルテラ方程式

微分方程式
8

>

<

>

:

_x = ax` bxy
_y = `cy + dxy

を考えよう！
この微分方程式は x を被食者の個体数,y を捕食者と考えることができ, ロ
トカ・ボルテラ方程式という. この微分方程式は線形化すると

0

@

_u
_v

1

A =

0

@

a` by `bx
dy `c+ dx

1

A

0

@

u

v

1

A

となり平衡点は (0; 0); ( c
d
; a
b
) であるため系の振る舞いを調べることがで

きる.
次はもう少し仮定を考慮したモデルを考えよう！
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ロトカ・ボルテラ方程式

微分方程式
8

>

<

>

:

_x = 4x` xy ` x2

_y = `2y + xy

の系の振る舞いを実際に見てみよう！
平衡点は (0; 0); (2; 2); (4; 0) である, また線形化すると,

0

@

_u
_v

1

A =

0

@

4` 2x` y `x
y x` 2

1

A

0

@

u

v

1

A

となる.
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ロトカ・ボルテラ方程式

(0; 0) 付近では,
0

@

_u
_v

1

A =

0

@

4 0
0 `2

1

A

0

@

u

v

1

A

(2; 2) 付近では,
0

@

_u
_v

1

A =

0

@

`2 `2
2 0

1

A

0

@

u

v

1

A

(4; 0) 付近では,
0

@

_u
_v

1

A =

0

@

`4 `4
0 2

1

A

0

@

u

v

1

A

を考えることで系の振る舞いを見ることができる.
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ロトカ・ボルテラ方程式

(0; 0) での線形化行列の固有値は `2; 4 で鞍点となる
(2; 2) での線形化行列の固有値は `1˚

p
3i で渦状沈点となる.

(4; 0) での線形化行列の固有値は `4; 2 で鞍点となる.
このように解くことが難しい非線形微分方程式でも線形化することで系の
振る舞いを知ることができる！
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結局力学系っておいしいの？
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結局力学系っておいしいの？

おいしい！
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おまけ (恋愛問題)

x(t) = 時刻 t でのゐぶがある女性を好き/嫌いな度合い
y(t) = 時刻 t でのある女性がゐぶを好き/嫌いな度合い

とし, 微分方程式
8

>

<

>

:

_x = 2x+ 4y

_y = 4x+ 2y

を考えてみてください！！

ゐぶの恋の行方を調べることができた人にはご褒美があります！！
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